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Résumé

Le calcul analytique de limpédance d'une réaction électrochimique mettant en jeu
des espéces électroactives surfaciques ou volumiques comprend différentes etapes: re-
solution stationnaire, linéarisation du systéme d'équations dynamiques, transformation
dans le plan de Laplace puis résolution dans ce plan. On montre que les différentes
étapes du calcul de I'impédance peuvent étre effectuée de maniére formelle. On évalue la
possiblité de réalisation, a I'aide de Mathematica™, d'un logiciel permettant d'obtenir
I'expression analytique d'une impédance d'électrode & partir de I'écriture de son méca-
nisme. Un exemple de calcul formel d'impédance électrochimique est présente.
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Principe de calcul des impédances électrochimiques

On a rappelé sur les tableaux | et Il le principe de calcul du régime stationnaire
d’'une réaction électrochimique se déroulant sur une électrode plane uniformément ac-

cessible'

N N
Z r”X1 <===> Z p”Xi + Sej e j=1,..., R (1)
i=1 K' i=1

faisant intervenir N, espécesX; de I'électrolyte ou du matériau d'électrode et N es-
peces X; dans une phase adsorbée a la surface du metal (N=N, +Ng) et celui de son im-
pédance faradique.

Tableau |: Principe de calcul du régime stationnaire d’'une réaction d’électrode

R
i=if=F z sej Y avec sej =t nj (2)
j=1
R
Smyil X -%(00= X s g os;= Py T i=1,..., N, (3)
j=1
R
Zsij y =0 : i=Ny+1,..., N-1 (4)
j=1
N
in =I (5)
i=Nv+1
N N
avec: y= K IT X\ij - K; IT XPij j=1,..., R (6)

i=1 i=1




ou les termes my; symbolisent les constantes de vitesses de transport de matiére des
espéces électroactives volumiques: my=Dxi/ §Xi- Les longueurs caractéristiques de

transport §Xi sont données pour une électrode tournant & une vitesse Q:

Oxij= 1,611 Dy;'/3vl/6Q1/2 i=1,...., Ny (7)

Chaque terme X qui figure dans les expressions des vitesses Y des étapes du méca-
nisme réactionnel désigne soit la concentration surfacique d'une espéce adsorbée

%=y soit la concentration volumique interfaciale d'une espéce de I'électrolyte ou du

matériau d'électrode Zi(O).

On peut résoudre algébriquement le systéme d'équations précédent par éliminations
successives des variables de concentration lorsque le nombre d'étapes du mécanisme
réactionnel et le nombre d'espéces électroactives mises en jeu sont faibles. Ce calcul
devient rapidement fastidieux lorsque les nombres d'étapes et d'espéces croissent. Dans
certains cas, il est impossible et il faut mettre en oeuvre une méthode de résolution
numeérique du systéme d'équations. Cette résolution algébrique ou numérique permet de
calculer et de tracer les courbes densité de courant (ou courant), tension d'électrode,
caractéristiques du systéme électrochimique en régime stationnaire.

L'impédance faradique Zi(0)=AE(w)/ Aig(w) s'obtient en remplagant p par jw dans

I'expression de l'impédance Z¢(p)=AE(p)/ Aig(p) calculée dans le plan de Laplace.
L'impédance Z¢(p) se calcule aprés linéarisation de I'expression du courant faradique
if(E(t), X(0,1), X;(t)) et des équations d'évolutions des concentrations surfaciques et vo-
lumiques des espéces électroactives par développement en série de Taylor limité au
premier ordre, au voisinage d'un point de fonctionnement statique i¢

L'impedance faradique Z; est la somme de plusieurs impédances:
N

Zi(p) = Ry + 2 Zyi(p) (8)
i=1
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Elle comprend toujours une résistance de transfert:

Ry =1/(dis(0E) (9)
et, selon les mécanismes, des impédances de concentrations d'espéces électroactives en
solution:

Zyi(p) = - [ (9i4(9X) / (4L 9E) ] [AX(0,p) Ai¢(p)] i=1, . Ny (10)

et/ou en phase adsorbée:

Zyi(p) = - [ (QisL9X) / (4L IE) 1 [AX(P)/ Aif(p)] i=Ny+1 .. N (11)

Les différentes opérations mathématiques qui doivent donc étre effectuées pour dé-
terminer I'expression de I'impédance sont donc des développement de Taylor des diffé-
rentes expressions des vitesses des réactions, des transformations des équations rela-
tives aux especes de la phase adsorbée et a celle des espéces de I'électrolyte, puis, pour
terminer la résolution d’'un systéme linéaire de Cramer ou les inconnues sont I'impé-

dance faradique Z(p) = AE(p)/ Ai¢(p) et les termes AX(0,p)/ Ais(p) et AX(p) Ai¢(p).

Calcul formel d’impédances électrochimiques

Le calcul formef désigne la manipulation de formules et d’expression mathématique
sur ordinateur. Si le calcul numérique manipule des nombres le calcul formel permet
d'effectuer des opérations sur des expressions littérales. On peut en général et de ma-
niére non exhaustive avec les logiciels de calcul formel: effectuer des opérations sur
des nombres, des polynémes et des fractions rationneiles, des matrices. On peut effec-
tuer des différentiation, des intégrations et des simplifications de formules. Le calcul
formel semble assez peu utilisé en électrochimie® .



Le logiciel Mathematica™** est définit par son auteur S. Wolfram comme un logiciel
pour faire des mathématiques avec un ordinateur. |l combine les possibilités du calcul
formel et celles du calcul numérique, ce qui permet d'envisager I'écriture d'un logiciel
de calcul formel d'impédances électrochimiques. Il est trés facile de transposer en
Mathematica les différentes équations du calcul de I'impédance d’'une réaction électroc-

himique.

Ainsi, a titre d’exemple, la formule de calcul de I'expression 7 des vitesses des
différentes étapes se transcrit en Mathematica selon:

Dol[vl[jl=KIj] Product[X[i]*r[i,j].{i,1,nesp}]-
Kpljl Product[X[i]*p[i,jl.{i,1,nesp}],{j,1.net}];

De méme le développement en série de Taylor de ces vitesses s'écrit:

Do[dv[j]=Dt[v[j],Constants->listConst]; dv[j]=dv[j]/.listSimpK, {j,1,net}]

Nous avons choisit comme exemple de calcul formel de I''mpédance d’une réaction
électrochimique un modéle de réduction de l'acide oxalique® qui, bien que voisin du mé-
canisme classique de réduction du proton, est structurellement plus compliqué que ce

dernier.

Ce mécanisme s'écrit:

R+H'+s +e  ---> RH,s

RH,s +e” ---> RH +s

Les différentes espéces électroactives sont I'espéce R dans I'électrolyte et les espéce
R et RH en phase adsorbée, on néglige I'appauvrissement interfacial en proton.

Les informations & entrer sont les symboles des concentrations des espéces, I'ex-
pression des constantes des différentes étapes, les coefficients stoechiométriques des
especes et des électrons, des formules de simplification et une liste de constantes.
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(*Entrée du mécanisme*)
nesp=3; nv=1; net=2;
X[1]=R; X[2]=s; X[3]=RH; MX[1]=MR;

K[1]=kr1 Hplus Exp[-art f V]; Kp[1]=0;
K[2]=kr2 Exp[-ar2 f V]; Kp[2]=0;

se[1]=-1; se[2]=-1;

r{1,1]=1;r[2,1]=1;r[3,1]=0;
P[1,1]=0;p[2,1]=0;p[3,1]=1;

r{1,2]=0;r{2,2]=0;r[3,2]=1;
p[1.2]=1;p[2,2]=0;p[3,2]=0;

listSimpK={kr1->(Kr1 Exp[ ar1 f V])/Hplus,
kr2->Kr2 Exp[ ar2 f V}}

listConst={F f,ar1,ar2,kr1,kr2, Hplus};

Exemple de sortie d’'une session de calcul formel d’impédance
électrochimique

Le résultat du calcul s'effectue sous forme d'expressions qui peuvent étre utilisées
par la suite pour le tracé du graphe des impédances. On peut ainsi, par exemple obtenir
les résultats intermédiaires suivants:

densité de courant faradique

if=F (-(Kr2 RH) - Kr1 R s)
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vitesse des étapes:

vi=Krt Rs
v2= Kr2 RH

Deéveloppement en série de Taylor des vitesses des étapes:

dvi=Kr1 s Dt[R] - Kr1 R ar1 f s Dt[V] + Kri R Dt[s]
dv2=Kr2 Dt[RH] - Kr2 RH ar2 f Dt[V]

(o0: Dt[x]=Ax et dvi= Avi)

Systeme d'équations & résoudre pour obtenir les impédances de concentration et I'im-
pédance faradique:

dif == F (-(Kr1 s Dt[R]) - Kr2 Dt[RH] + Kr2 RH ar2 f Dt[V] +
Kr1i R ar1 f s Dt[V] - Kr1 R Dt[s])
D[R] == MR (Kr2 Dt[RH] - Kr2 RH ar2 f Dt[V] -
(Kr1 s D[R] - Kr1 R art fs Dt[V] + Kr1 R Dt[s]))
p Dt[s] == -(Kr1 s D[R] - Kr1 R art f s Dt[V] + Kr1 R Dt[s}])
D{{RH] + Dt[s] == 0

(ou == est la notation indiquant une équation)

Impédances de concentration et impédance faradique:

ZR = ~((Krt MR Rt s (Kr1 Kr2 R RH ar2 + Kr2 RH ar2 p +
Krt Kr2 R ar1 s - Kr1 R ar1 p s))/
(Kr1 Kr2 R RH ar2 + K2 RH ar2 p + Kr1 K2 R arl s +
Kri R art ps + 2 Krt Kr2 MR RH ar2 p s)
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Zs = (Kr12 R Rt (R arl + Kr2 MR RH ar2) s) /
(Kr1t Kr2 R RH ar2 + Kr2 RH ar2 p + Kr1 Kr2 R ar1 s +
Kri Rarl ps+ 2 Krt Kr2 MR RH ar2 p s)

ZRH = -((Kr1 Kr2 Rt (R ar1 + Kr2 MR RH ar2) s) /
(Krt K2 R RH ar2 + Kr2 RH ar2 p + Kr1 Kr2 R ar1 s +
Kri R art p s + 2 Kr1 Kr2 MR RH ar2 p s))

Zf = Rt + ZR + Zs + ZRH.
On peut de la méme maniére déterminer formellement les expressions des concen-

trations stationnaires R, s et RH des espéces électroactives, ou numériquement, puis
substituer celles-ci dans les expressions précédentes.
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